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Ordonnancement PROJECT-DIAGRAM
CHAP

03

‣ Compétences
Check-Circle Modéliser un projet par un graphe d’ordonnancement (méthode MPM)

Check-Circle Calculer les dates de début au plus tôt et au plus tard de chaque tâche

Check-Circle Déterminer le chemin critique et la durée minimale d’un projet

Check-Circle Calculer et interpréter les marges (totale et libre) d’une tâche

‣ Fil rouge coloration drone
Avant chaque mission, l'équipe technique doit préparer le drone : charger
et tester les batteries, mettre à jour le micrologiciel, charger le plan de vol,
contrôler les hélices… Certaines opérations peuvent être menées en paral-
lèle par plusieurs techniciens, d'autres doivent respecter un ordre précis.
Comment organiser ces tâches pour que le drone décolle le plus tôt possible?
Quelles tâches ne tolèrent aucun retard?

I. Méthode MPM
I.1. Intro

‣ Intro
La réalisation d’un projet passe souvent par l’exécution de différentes tâches. Certaines de ces tâches peuvent être

réalisées simultanément, mais d’autres nécessitent d’être réalisées dans un ordre précis.

Faire l’ordonnancement d’un projet consiste à organiser ce projet en respectant les contraintes d’antériorité des tâches,

tout en minimisant la durée totale de réalisation.

‣ Exemple
On souhaite accomplir les tâches A, B, C, D, E, F et G ; on donne la durée de chacune, ainsi que les tâches qui doivent

être réalisées auparavant :

Tâches A B C D E F G

Tâche(s) antérieure(s) - - A A,B C C,D E,F

Durée des tâches (en h) 3 2 4 5 3 4 3

On lit par exemple que la tâche E, qui dure 3 heures, ne peut être réalisée que si C l’est aussi.

‣ Remarque
Le programme de BTS donne le choix entre deux méthode d’ordonnancement : le méthode PERT et la méthodeMPM.

La méthode présentée ici est la méthode MPM (Méthode des Potentiels Métra).

I.2. La méthode MPM

‣Méthode
Pour construire un graphe d’ordonnancement, on effectue les étapes suivantes :

1. On commence par déterminer le niveau de chaque tâche dans le graphe.

2. On représente le projet par un graphe pondéré, dans lequel :

— chaque tâche est représentée par un sommet, et les sommets sont alignés verticalement par niveau,

— les arcs représentent les contraintes d’antériorité (un arc va de 𝑖 à 𝑗 si faire 𝑗 nécessite d’avoir fait 𝑖),
— la valeur de chaque arc est la durée de la tâche à l’origine de l’arc,

— deux sommets (ce ne sont pas des tâches) sont placés aux extrémités du graphe : Début et Fin).
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‣ Idées
On peut alors se poser certaines questions :

— à quel moment peut-on commencer une tâche?

— peut-on retarder le moment de démarrer certaines tâches sans que cela n’impacte la durée du projet?

‣ Point histoire
La méthode des potentiels métra ou MPM, est une technique de gestion de projet, inventée par le Français Ber-

nard Roy en 1958, pour l’usine de fabrication de vilebrequins Mavilor. Bernard Roy (1934-2017, ) est un cher-

cheur, professeur émérite de mathématiques appliquées aux sciences de gestion à l’Université Paris-Dauphine.

Il est considéré comme l’un des pionniers de la recherche opérationnelle en France.

‣ Point histoire
La méthode PERT (Program Evaluation and Review Technique) est une méthode d’ordonnancement et d’optimisation

pour la réalisation de projets comportant un grand nombre de tâches. Elle a été créée en 1958 à la demande de lamarine

américaine pour son programme de missiles balistiques nucléaires miniaturisés Polaris, afin de rattraper le retard sur

l’URSS (projet avec 9000 sous-traitants, 250 fournisseurs). Le délai initial était de 7 ans, et grâce au PERT il est passé

à 4 ans !

‣ Illustration 1.1
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II. Histoires de dates
II.1. Dates au plus tôt

‣Définition 2.1
La date de début au plus tôt d’une tâche est la date minimale à laquelle on peut commencer une tâche, car toutes les

tâches antérieures sont terminées.

‣ Remarque
Si on note 𝑡(𝑖) la date de début au plus tôt de la tâche 𝑖, et 𝑑(𝑖) la durée de la tâche 𝑖, on a

𝑡(𝑗) = max(𝑡(𝑖) + 𝑑(𝑖)) pour 𝑖 parcourant l’ensemble des prédécesseurs de 𝑗.

‣ Exemple 2.1
Dans l’exemple précédent :

— 𝑡(A) = 𝑡(B) = 0
— 𝑡(C) = 𝑡(A) + 𝑑(A) = 0 + 3 = 3
— 𝑡(D) = max(𝑡(A) + 𝑑(A) ; 𝑡(B) + 𝑑(B)) = max(0 + 3 ; 0 + 2) = 3
— 𝑡(E) = 𝑡(C) + 𝑑(C) = 3 + 4 = 7
— 𝑡(F) = max(𝑡(C) + 𝑑(C) ; 𝑡(D) + 𝑑(D)) = max(3 + 4 ; 3 + 5) = 8
— 𝑡(G) = max(𝑡(E) + 𝑑(E) ; 𝑡(F) + 𝑑(F)) = max(7 + 3 ; 8 + 4) = 12
— 𝑡(Fin) = 𝑡(G) + 𝑑(G) = 12 + 3 = 15
La date au plus tôt du sommet Fin est la durée totale du projet.
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II.2. Dates au plus tard

‣Définition 2.2
La date de début au plus tard d’une tâche est la date maximale à laquelle on peut commencer une tâche sans que cela

repousse la fin du projet. (Cela nécessite donc de lire le graphe en partant de la fin !)

‣ Remarque
Si on note T(𝑖) la date de début au plus tard de la tâche 𝑖, et 𝑑(𝑖) la durée de la tâche 𝑖, on a

T(𝑗) = min(T(𝑘) − 𝑑(𝑗)) pour 𝑘 parcourant l’ensemble des successeurs de 𝑗.

‣ Exemple 2.2
Dans l’exemple précédent, en commençant par la fin :

— T(Fin) = 𝑡(Fin) = 15
— T(G) = T(Fin) − 𝑑(G) = 15 − 3 = 12
— T(F) = T(G) − 𝑑(F) = 12 − 4 = 8
— T(E) = T(G) − 𝑑(E) = 12 − 3 = 9
— T(D) = T(F) − 𝑑(D) = 8 − 5 = 3
— T(C) = min(T(E) − 𝑑(C) ; T(F) − 𝑑(C)) = min(9 − 4 ; 8 − 4) = 4
— T(B) = T(D) − 𝑑(B) = 3 − 2 = 1
— T(A) = min(T(D) − 𝑑(A) ; T(C) − 𝑑(A)) = min(3 − 3 ; 4 − 3) = 0

‣ Remarque
Lorsqu’on trace un diagramme d’ordonnancement, on ajoute pour chaque tâche sa date de début au plus tôt et sa date

de début au plus tard.

Aide

Som.

t T

‣ Illustration 2.1
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III. Histoires de marges et de criticité
III.1. Un peu de criticité

‣Définitions 3.1
• On appelle tâche critique une tâche dont les dates au plus tôt et au plus tard sont les mêmes.

Elles ne tolèrent aucun retard.

• Un chemin critique est un chemin reliant le début à la fin, et qui n’est constitué que de tâches critiques.
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‣ Exemple 3.1
Dans le graphe ordonnancé précédent, A–D–F–G est un chemin critique.

III.2. Un peu de marges

‣Définition 3.2
La marge totale (notée souvent MT) d’une tâche est le délai maximum dont peut éventuellement disposer la tâche,

sans retarder la date de fin du projet.

C’est donc la différence entre la date au plus tard et la date au plus tôt de la tâche :

MT(𝑖) = T(𝑖) − 𝑡(𝑖).

‣ Exemple 3.2
Dans l’exemple précédent :

— MT(G) = T(G) − 𝑡(G) = 12 − 12 = 0
— MT(F) = T(F) − 𝑡(F) = 8 − 8 = 0
— MT(E) = T(E) − 𝑡(E) = 9 − 7 = 2
— MT(D) = T(D) − 𝑡(D) = 3 − 3 = 0
— MT(C) = T(C) − 𝑡(C) = 4 − 3 = 1
— MT(B) = T(B) − 𝑡(B) = 1 − 0 = 1
— MT(A) = T(A) − 𝑡(A) = 0 − 0 = 0

‣ Remarque
La marge totale d’une tâche critique est nulle.

‣Définition 3.3
Lamarge libre (souvent notée ML) est le retard maximum que l’on peut accepter sur la date de début de la tâche sans

retarder la date de début au plus tôt des tâches suivantes.

Elle est obtenue en faisant :

min(dates au plus tôt suivantes) – durée de la tâche – date au plus tôt de la tâche.

‣ Exemple 3.3

— A a deux successeurs qui sont C et D :

ML(A) = min(𝑡(C) ; 𝑡(D)) − 𝑑(A) − 𝑡(A) = 3 − 3 − 0 = 0
— ML(B) = 𝑡(D) − 𝑑(B) − 𝑡(B) = 3 − 2 − 0 = 1
— C a deux successeurs qui sont E et F :

ML(C) = min(𝑡(E) ; 𝑡(F)) − 𝑑(C) − 𝑡(C) = 7 − 4 − 3 = 0
— ML(D) = 𝑡(F) − 𝑑(D) − 𝑡(D) = 8 − 5 − 3 = 0
— ML(E) = 𝑡(G) − 𝑑(E) − 𝑡(E) = 12 − 3 − 7 = 2
— ML(F) = 𝑡(G) − 𝑑(F) − 𝑡(F) = 12 − 4 − 8 = 0
— ML(G) = 𝑡(Fin) − 𝑑(G) − 𝑡(G) = 15 − 3 − 12 = 0

‣ Remarque 3.1
Sur le graphe d’ordonnancement, on peut éventuellement rajouter les marges totales et libres :

Aide

Som.

t T

MT ML
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‣ Illustration 3.1
Voilà le graphe ordonnancé avec les dates et marges :
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‣ Remarques 3.2
Dans les exercices de BTS, on demande toujours les dates, la marge totale et le(s) chemin(s) critique(s).

Il est parfois demandé de travailler sur la marge de certaines tâches, mais rarement de tout calculer !

Il existe une autre marge, moins souvent utilisée, la marge certaine (souvent notée MC) d’une tâche, qui indique le

retard que l’on peut admettre dans sa réalisation (quelle que soit sa date de début) sans allonger la durée optimale du

projet.

IV. Complément Python
‣ Python
Un professeur de Mathématiques en BTS SIO a développé un module AL

GO , nommé PY grapheMPM (sources dispo-

nibles sur SH
ELL github ) qui, combiné avec le logiciel SH
ELL GraphViz , permet de déterminer le graphe d’ordonnement (MPM)

d’un projet, en utilisant des PY dictionnaires pour définir les prédécesseurs et les durées.

CODE Code Python

 from grapheMPM import GrapheMPM

 # dico des prédecesseurs

 p = {"A":"","B":"","C":"A","D":"A","E":"BD","F":"D","G":"E","H":"FGC"}

 # dico des pondérations

 w = {"A":2,"B":2,"C":2,"D":4,"E":1,"F":2,"G":2,"H":1}

 G = GrapheMPM(pred=p, pond=w, marges=True)

 G.earliestdate()

 G.latestdate()

 G.makeGraphviz()

  G.gv.render("ex-full-nomarge")
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