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Variables aléatoires discrètes DICE
CHAP

01

‣ Compétences
Check-Circle Comprendre la notion de variable aléatoire discrète et de loi de probabilité.

Check-Circle Calculer espérance, variance, écart-type d’une variable aléatoire discrète.

Check-Circle Reconnaître une situation relevant de la loi binomiale ℬ(𝑛 ; 𝑝) et l’utiliser.
Check-Circle Reconnaître une situation relevant de la loi de Poisson 𝒫λ et l’utiliser.

Check-Circle Approcher une loi binomiale par une loi de Poisson dans les cas appropriés.

‣ Fil rouge coloration drone
Une flotte de drones effectue des missions quotidiennes dont on souhaite
modéliser la fiabilité.
Selon la nature du phénomène étudié (succès ou échec d'unemission, alertes
GPS survenant au cours d'un vol, etc), la loi binomiale et la loi de Poisson
peuvent être utilisées comme outils de modélisation.

I. Généralités
I.1. Exemple

‣ Exemple
On lance trois pièces de monnaie et on note pour chacune d’elles le côté qui apparaît.

L’univers associé à cette expérience aléatoire est Ω = {PPP ; PPF ; ⋯ ; FFF}.
On a Card(Ω) = 8.
On considère le jeu suivant : on mise 2 € et on gagne 2€ par « Face » sorti et on perd 1€ par « Pile » sorti.

De plus : 3 « Face » rapportent 12€ et 3 « Pile » font perdre 6 €.

À chaque éventualité (ou issue), on associe le gain (positif ou négatif) réalisé :

— PPP → −8
— PPF → −2
— …

— FFF → 10

On définit ainsi une fonction de Ω dans ℝ, notée X et appelée variable aléatoire surΩ.

‣Définition 1.1
Soit une expérience aléatoire d’univers Ω. On appelle variable aléatoire surΩ toute fonction de Ω dans ℝ.
Une variable aléatoire est dite discrète lorsqu’elle prend des valeurs « isolées ».

Une variable aléatoire est notée : X, Y, Z, T, …

I.2. Loi de probabilité

‣Définition 1.2
Soit X une variable aléatoire définie surΩ et soit 𝑥 un nombre réel. La notation (X = 𝑥) désigne l’événement qui réunit

toutes les éventualités associées au nombre 𝑥 .
La probabilité de cet événement est notée : P(X = 𝑥).

‣ Exemple
Avec les données précédentes, P(X = −2) = 3

8 , P(X = 10) = 1
8 et P(X = 5) = 0
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‣Définition 1.3
La loi de probabilité d’une variable aléatoire X est la fonction qui, à chaque valeur 𝑥 prise par X, associe la probabilité

de l’événement (X = 𝑥). On résume cette loi dans un tableau :

Valeurs 𝑥𝑖 prises par X 𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛
Probas 𝑝𝑖 = P(X = 𝑥𝑖) 𝑝1 𝑝2 … 𝑝𝑛

‣ Exemple
Avec les données précédentes :

Valeurs 𝑥𝑖 −8 −2 +1 10 Total

Probas 𝑝𝑖 1/8 3/8 3/8 1/8 1

I.3. Espérance mathématique

‣Définition & Propriété 1.4
L’espérance mathématique d’une variable aléatoire X est le réel 𝔼(X) = ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖 × 𝑝𝑖 .
Ce réel représente la valeur moyenne que peut espérer prendre la variable aléatoire X lorsque l’on répète l’expérience

aléatoire un très grand nombre de fois.

Lorsque 𝔼(X) = 0, on dit que le jeu est équitable.

‣ Exemple
Avec les données précédentes, on a 𝔼(X) = −0,125 donc le jeu est défavorable au joueur.

I.4. Variance et écart-type

‣Définitions 1.5
La variance de la variable aléatoire X est le réel 𝕍(X) = 𝔼(X2) − [𝔼(X)]2.
L’écart type de la variable aléatoire X est le réel σ(X) = √𝕍(X).

‣ Exemple
Avec les données précédentes, 𝕍(X) = 1431

64 ≈ 22,36 et σ(X) ≈ 4,73.

II. La loi binomiale
II.1. Exemple

‣ Intro
On lance un dé (non truqué) à 6 faces numérotées de 1 à 6 et on note le numéro de la face qui apparaît.

On appelle « succès » l’événement : « obtenir la face 4 » et « échec » l’événement contraire.

L’expérience aléatoire réalisée ici est le lancer d’un dé. Cette expérience a deux issues possibles : le succès ou l’échec.

Une telle expérience est une « épreuve de Bernoulli ».

La probabilité du succès est de 1/6 et celle de l’échec 1 − 1/6 = 5/6.

On lance 5 fois de suite le dé et on s’intéresse au nombre d’apparitions de la face 4 au cours de ces 5 lancers.

Les 5 lancers sont indépendants les uns des autres (la probabilité du succès et celle de l’échec restent constantes) et

sont répétés dans des conditions identiques. Ils constituent un schéma de Bernoulli.

On définit la variable aléatoire X qui, à chaque série de 5 lancers, associe le nombre de succès obtenus. Les valeurs

prises par X sont : 0, 1, 2, 3, 4, 5 ; et :

— P(X = 0) = (56)
5
= (50) × (16)

0
× (56)

5
≈ 0,40188 (puisque les lancers sont indépendants).

— P(X = 1) = (51) × (16)
1
× (56)

4
≈ 0,40188
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— P(X = 2) = (52) × (16)
2
× (56)

3
≈ 0,16075

— P(X = 3) = (53) × (16)
3
× (56)

2
≈ 0,03215

— P(X = 4) = (54) × (16)
4
× (56)

1
≈ 0,00321

— P(X = 5) = (55) × (16)
5
× (56)

0
≈ 0,00013

‣ Remarque 2.1
D’où la loi de probabilité de X :

𝑥𝑖 0 1 2 3 4 5 Total

𝑝𝑖 0,40188 0,40188 0,16075 0,03215 0,00321 0,00013 1

Et si 𝑘 est un entier compris entre 0 et 5, la probabilité d’avoir 𝑘 succès au cours des 5 tirages est

P(X = 𝑘) = (5𝑘) × (16)
𝑘
× (56)

5−𝑘
.

‣Notation 2.1
La loi de probabilité suivie par la variable aléatoire X est une loi binomiale car elle fait intervenir les coefficients bino-

miaux de Newton.

On note X ↪ ℬ(5 ; 16).

‣ Point histoire
Jacob Bernoulli (1654 – 1705, ) est l’ainé de la famille des Bernoulli, famille de mathématiciens suisses d’ori-

gine belge. Ses parents, qui sont de riches commerçants, souhaitent qu’il étudie la théologie et la philosophie, ce

qu’il fait d’ailleurs puisqu’il obtint un diplôme dans ces deux disciplines, mais ses intérêts se portent rapidement

vers l’astronomie et les mathématiques.

Il aimait particulièrement la spirale logarithmique, et ses propriétés d’invariance. Il demanda à ce que l’on en

grave une sur sa tombe, accompagnée des mots « Eadem mutata resurgo », qui signifient « Elle renait changée
en elle-même ». Hélas, le graveur, mauvais mathématicien, dessina une spirale d’Archimède !

II.2. Définitions

‣Définitions 2.1
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire à deux issues nommées généralement « succès » et « échec ».

Une variable aléatoire X suit la loi binomiale ℬ(𝑛 ; 𝑝) de paramètres 𝑛 et 𝑝 (où 𝑛 ∈ ℕ et 0 ⩽ 𝑝 ⩽ 1 ) lorsque sa loi de

probabilité est définie de la manière suivante :

P(X = 𝑘) = (𝑛𝑘) × 𝑝𝑘 × (1 − 𝑝)𝑛−𝑘 .

II.3. Utilisation de la loi binomiale

‣ Propriété 2.1
Lorsque l’on répète 𝑛 fois, dans des conditions identiques et indépendantes, une expérience aléatoire à deux issues (le
succès, de probabilité 𝑝 et l’échec, de probabilité 1 − 𝑝) alors la variable aléatoire X qui compte le nombre de succès

suit la loi binomiale de paramètres 𝑛 et 𝑝.
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‣ Remarque 2.2
Dans le cas de tirages avec remise, il y a indépendance des tirages puisque la probabilité du succès ne change pas d’un

tirage à l’autre. En revanche, dans le cas de tirages sans remise, l’indépendance des tirages n’existe plus puisque la

composition de l’urne change d’un tirage à l’autre. Cependant, lorsque le nombre d’objets tirés est ”petit” par rapport

au nombre total d’objets dans l’urne, on peut considérer que les tirages sont indépendants.

II.4. Paramètres

‣ Propriétés 2.2
Lorsque la variable aléatoire X suit la loi binomiale ℬ(𝑛 ; 𝑝) alors :

— 𝔼(X) = 𝑛𝑝
— 𝕍(X) = 𝑛𝑝(1 − 𝑝)
— σ(X) = √𝑛𝑝(1 − 𝑝)

III. Loi de Poisson
III.1. Exemples

‣ Intro
On utilise une loi de Poisson pour modéliser des phénomènes aléatoires où le futur est indépendant du passé et où

l’on étudie la réalisation d’un événement pendant des intervalles de même longueur ou dans des espaces de même

mesure. L’indépendance des succès est également demandée.

‣ Point histoire - Anecdote
Siméon Denis Poisson (1781 – 1840, ) est un mathématicien, géomètre et physicien français.

Ayant montré des signes de talent précoce comme mathématicien, il fut envoyé à l’École centrale de Fontaine-

bleau, et eut la chance d’avoir un enseignant,M. Billy, qui, quand il s’aperçut rapidement que son élève dépassait

son maître, se dévoua pour apprendre les branches plus difficiles afin de le suivre et l’encourager, et prédit sa célébrité

à venir en utilisant ces vers de Jean de La Fontaine :

« Petit Poisson deviendra grand, Pourvu que Dieu lui prête vie. »

‣ Exemples
Les arrivées des automobiles au péage de M. un lundi entre 17 h et 19 h ont été observées statistiquement :

— aucun événement extérieur ne vient perturber le trafic et, en moyenne, un automobiliste se présente toutes les

minutes, autrement dit, le nombre moyen d’arrivées ne dépend pas de l’heure, il est simplement proportionnel au

temps : en 15 minutes par exemple, on compte en moyenne 15 arrivées ;

— dans un intervalle de temps d’uneminute, il n’est pas impossible, mais rare, que plus d’un automobiliste se présente ;

— les nombres d’arrivées pendant deux intervalles de temps disjoints sont des variables aléatoires indépendantes.

Considérons la variable aléatoire X qui, à chaque tranche de 15minutes, associe le nombre d’automobilistes qui arrivent

au péage. La variable aléatoire X suit la loi de Poisson de paramètre 15.

Après une étude statistique, on peut affirmer que la variable aléatoireYmesurant le nombre de clients qui se présentent

au guichet ”Affranchissement” du bureau de poste de la commune de L. par intervalles de temps d’une durée de 10

minutes, entre 14 h 30 et 16 h 30, suit la loi de Poisson de paramètre 5.

III.2. Définition et propriétés

‣Définition & Propriété 3.1
Une variable aléatoire X suit la loi de Poisson 𝒫λ de paramètre λ positif lorsque sa loi de probabilité est définie par

∀𝑘 ∈ ℕ, P(X = 𝑘) = e−λ × λ𝑘
𝑘! .

Cette formule n’est pas à mémoriser ; on utilisera la calculatrice pour tout calcul de probabilité.
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‣ Exemple
Avec le premier exemple :

— P(X = 20) ≈ 0,0418
— P(X ⩽ 20) ≈ 0,9170

Avec le second exemple : P(X ⩾ 8) = 1 − P(X ⩽ 7) ≈ 0,133.

III.3. Paramètres

‣ Propriétés 3.1
Si X est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre λ alors :

— 𝔼(X) = λ
— 𝕍(X) = λ
— σ(X) = √λ

‣ Remarque 3.1
Le paramètre λ est la moyenne des valeurs de la variable aléatoire X : λ est le nombre moyen de fois que l’événement

considéré (le succès) a été réalisé pendant l’intervalle de temps étudié ou bien dans l’espace étudié.

III.4. Approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson

‣ Idée
On montre que la loi de Poisson est une approximation de la loi binomiale dans le cas où la probabilité du succès (ou

de l’échec) est très faible et le nombre de tirages important.

Si 𝑛 est « très grand », 𝑝 « voisin de 0 » et 𝑛𝑝 « pas trop grand », alors la loiℬ(𝑛 ; 𝑝) est très proche de la loi𝒫λ où λ = 𝑛𝑝.
Il y a conservation de l’espérance mathématique.

On convient en général d’utiliser cette approximation lorsque 𝑛 ⩾ 30, 𝑝 ⩽ 0,1 et 𝑛𝑝 < 15 ou lorsque 𝑛 ⩾ 50, 𝑝 ⩽ 0,1
et 𝑛𝑝 ⩽ 10 (Ces résultats ne sont pas à mémoriser).

‣ Exemple
Sous l’hypothèse que 2% des êtres humains sont gauchers, calculer la valeur arrondie à 10−3 de la probabilité que,

parmi 100 personnes, 3 au plus soient gauchères.

Loi binomiale :

Soit X la variable aléatoire qui, à chaque groupe de 100 personnes associe le nombre de gauchers. X suit la loi

ℬ(100 ; 0,02) et P(X ⩽ 3) ≈ 0,85896.
Approximation avec une loi de Poisson :

Sachant qu’il y a conservation de l’espérance, la loi de Poisson qui approche la loi binomiale de paramètres 100 et 0,02
est la loi de Poisson 𝒫λ où λ = 100 × 0,02 = 2.
Soit Y une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de paramètre 2, alors P(Y ⩽ 3) ≈ 0,85712 (les résultats sont très

proches).
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